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Re´sume´ :
Les oscillations de forme d’une goutte ou d’une bulle en ascension au sein d’un autre liquide sont
e´tudie´es par simulation nume´rique directe. La forme de la goutte est de´compose´e en harmoniques
sphe´riques, afin de de´terminer les fre´quences et les amortissements de ses modes propres et de les
comparer aux valeurs the´oriques du cas de la goutte statique. En particulier, nous montrons que les
me´canismes de dissipation de l’e´nergie par les couches limites d’ascension et d’oscillation et par les
re´gions d’e´coulement potentiel sont diffe´rents selon que l’on conside`re une bulle ou une goutte.
Abstract :
Shape oscillations of a rising drop or bubble immersed in another liquid are studied by means of
direct numerical simulations. The shape of the drop is decomposed into spherical harmonics, so as to
determine frequencies and damping rates of its eigenmodes and to compare themselves to the theoritical
values of the case of a non-rising drop. In particular, we show that the mechanisms of dissipation of
energy by the boundary layers and regions of potential flow are different if we consider a droplet or a
bubble.
Mots clefs : e´coulements a` bulles ; oscillations de forme ; amortissement.
1 Introduction
Les e´coulements a` bulles sont fre´quemment rencontre´s en ge´nie des proce´de´s pour re´aliser du transfert
de matie`re. La taille des bulles est un parame`tre cle´ qui conditionne l’efficacite´ de ces tranferts. Il est
donc ne´cessaire d’e´tudier les diffe´rents me´canismes hydrodynamiques (coalescence, rupture...) dont va
de´pendre la distribution finale des tailles de bulles.
Le nombre de Weber caracte´rise leur de´formation : il correspond au rapport entre la contrainte res-
ponsable de la de´formation de la bulle (due a` l’e´coulement externe) et la tension de surface, qui
s’oppose a` la de´formation. Une approche classique pour mode´liser la fragmentation des bulles consiste
alors a` de´finir un nombre de Weber critique (en re´gime inertiel) au-dela` duquel la rupture se produit.
Cependant, cette approche, bien que particulie`rement simple, ne prend pas en compte un parame`tre
important : le temps de re´ponse de l’interface a` une perturbation. En effet, en e´tant de´forme´e, l’inter-
face va se mettre a` osciller ; mais va-t-elle eˆtre capable d’amortir ses oscillations, et combien de temps
faut-il suivre la bulle oscillante pour de´clarer si elle va se rompre ou pas ? La ne´cessite´ de prendre en
compte ce parame`tre a donne´ naissance a` une autre approche, qui conside`re la bulle comme un oscil-
lateur harmonique afin de de´crire sa dynamique de de´formation, avec un terme de forc¸age provenant
de l’e´coulement externe (par exemple un forc¸age instationnaire duˆ a` la turbulence). La dynamique de
l’interface est repre´sente´e dans ce mode`le par une somme de modes propres : chaque mode est associe´
a` une harmonique sphe´rique (qui de´crit la forme) et son e´volution en temps, c’est-a`-dire sa fre´quence
ωn d’oscillation et son amortissement βn.












20e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Besanc¸on, 29 aouˆt au 2 septembre 2011
R de´signe le rayon de la sphe`re non de´forme´e, anm l’amplitude du mode (n,m) conside´re´ et Y
m
n (θ, φ)
l’harmonique sphe´rique correspondante. Galinat & al. [1] ont montre´ que ce mode`le d’oscillateur per-
mettait de calculer les probabilite´s de rupture de bulles en e´coulement turbulent, pourvu que les deux
constantes de temps ω−1 et β−1 soient connues.
Plusieurs calculs the´oriques existent pour ces parame`tres. Rayleigh [6], le premier, a re´alise´ un calcul
non visqueux des modes de vibrations line´aires d’une goutte dans le vide. Lamb [2] a ensuite ge´ne´ralise´
ce calcul au cas de fluides peu visqueux (bulle ou goutte dans un fluide au repos). Pour cela, il a calcule´
les e´coulements potentiels dans chaque phase, puis les a raccorde´s en e´crivant les conditions aux limites
sur la sphe`re non de´forme´e (valable sous l’hypothe`se des faibles de´formations). Cette approche donne
une bonne approximation de la fre´quence et de l’amortissement lorsque leur partie potentielle domine.
Par contre, ce calcul ne prend pas en compte le raccordement des vitesses tangentielles a` l’interface
qui se fait au sein de deux couches limites de part et d’autre de la surface de la sphe`re. Un calcul
plus complet a donc e´te´ effectue´ par Miller & Scriven [4] et Lu & Apfel [3], en re´solvant les e´quations
de Navier-Stokes line´arise´es sous l’hypothe`se de faible amplitude, obtenant ainsi une solution plus
ge´ne´rale. Ce travail a par la suite e´te´ e´tendu par Prosperetti [5], qui s’est inte´re´sse´ a` l’existence d’un
spectre continu dans le cas ou` l’e´coulement externe e´tait non borne´ (cas de la bulle dans un liquide),
en fonction des conditions initiales. Miller & Scriven ont montre´ qu’a` grand nombre de Reynolds
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2[nρ̂+ n+ 1][1 + (ρ̂µ̂)1/2]
G =
(2n+ 1)[2(n2 − 1) + (n+ 2)µ̂− (n− 1)ρ̂µ̂+ 2n(n+ 2)ρ̂µ̂2]
2[nρ̂+ n+ 1][1 + (ρ̂µ̂)1/2]
Dans les e´quations 2 et 3, ρ̂ = ρd/ρc et µ̂ = µd/µc (c et d de´signant respectivement phase continue
et phase disperse´e) sont les rapports de densite´s et viscosite´s, σ est la tension de surface entre les
deux phases et Red,n est le nombre de Reynolds d’oscillation de´fini a` partir des proprie´te´s de la phase
disperse´e Red,n = ρd ω
∗
nR
2/µd. Ces expressions mettent en e´vidence les termes provenant des couches
limites (en
√
Red,n) et ceux provenant des re´gions potentielles de l’e´coulement.
Dans toutes ces the´ories, l’effet de la gravite´ n’est pas pris en compte. L’objectif de ce travail est donc
de de´terminer, en utilisant la simulation nume´rique directe, comment la fre´quence ω et l’amortisse-
ment β des oscillations varient en pre´sence d’un mouvement relatif entre inclusion et phase disperse´e.
Le mode`le nume´rique pour l’e´coulement diphasique sera tout d’abord pre´sente´, puis les re´sultats ob-
tenus permettront de comprendre comment les oscillations de gouttes ou de bulles e´voluent avec le
mouvement d’ascension. Les diffe´rences fondamentales de me´canismes de dissipation d’e´nergie entre
les bulles et les gouttes seront e´galement mises en lumie`re. Ce proble`me de´pend ainsi de quatre pa-
rame`tres adimensionnels : rapports de densite´s ρ∗ et viscosite´s µ∗, nombre de Reynolds d’oscillation
(de´fini ici par rapport a` la phase continue) ReOSC = ρc/µc
√
R σ/ρc, et nombre de Reynolds d’as-
cension classiquement e´crit Re∞ = ρcV∞D/µc (D est le diame`tre e´quivalent de la particule et V∞ sa
vitesse terminale d’ascension (non connue a priori).
2 Mode`le nume´rique
Nous avons re´alise´ des simulations 2D axisyme´triques d’une bulle (ou goutte) initialement de´forme´e
selon le mode 2 : (n,m) = (2, 0) dans l’e´quation 1. Le domaine de simulation a pour taille 8R ∗ 16R,
re´solu sur un maillage carte´sien uniforme 256∗512. Seul le re´gime line´aire, ou` les re´sultats ne de´pendent
pas de l’amplitude initiale de de´formation a0, est e´tudie´. Nous allons nous inte´resser a` la re´ponse de
l’inclusion a` la perturbation initiale impose´e, en regardant de quelle manie`re se fait le couplage entre
vitesse d’ascension et oscillations.
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Le suivi d’interface se fait selon le principe de la me´thode Level-Set : une fonction distance alge´brique
φ, dont la ligne de niveau 0 de´crit l’interface, est transporte´e par l’e´coulement :
∂φ
∂t
+V.∇φ = 0 (4)
Cette e´quation est couple´e a` la re´solution du champ de vitesse globale du me´lange diphasique (re´solution
des e´quations de Navier-Stokes incompressibles), la densite´ et viscosite´ de´pendant du fluide dans lequel







+∇P = ∇.(2µ(φ)D) + ρ(φ)g (5)
∇.V = 0 (6)
Dans l’e´quation 5, P de´signe la pression et D le tenseur des de´formations : D = 1
2
(∇V+∇Vt).
Dans ces e´quations, la viscosite´, la densite´ et la pression subissent des discontinuite´s a` la traverse´e de
l’interface. Formellement, cette discontinuite´ sur les parame`tres physiques peut s’exprimer a` l’aide de
la distribution d’Heaviside H(φ) centre´e sur l’interface : de manie`re ge´ne´rique, pour un parame`tre λ,
λ(φ) = λgaz + (λliq − λgaz)H(φ) (7)
La pression subit un saut a` travers l’interface lie´ a` la tension de surface et a` la courbure κ de l’interface :
[P ] = σκ (8)
Ces sauts sont pris en compte dans les discre´tisations selon le principe de la me´thode Ghost Fluid,
qui permet de prolonger par continuite´ les fonctions discontinues a` l’interface avant de les de´river. Ce
code a de´ja` donne´ de bons re´sultats sur la simulation nume´rique de la collision de gouttes (Tanguy &
al. [7]).
3 Oscillations de gouttes en ascension dans un autre liquide
Cette e´tude s’inte´resse aux cas ou` les rapports de densite´s et viscosite´s sont voisins de l’unite´ : ρ∗ = 0, 99
et µ∗ = 1. Nous avons choisi une amplitude initiale correspondant a` la limite du re´gime line´aire pour
les oscillations de forme, soit a0/R = 0, 1, et de´finie par le fait que la fre´quence et l’amortissement
s’e´loignent de moins de 2% de leurs valeurs pour a0/R→ 0.
3.1 Roˆle du nombre de Reynolds d’ascension
















Fig. 1 – GOUTTES : Evolution temporelle du Rey-
nolds d’ascension pour diffe´rentes valeurs de Re∞














Fig. 2 – GOUTTES : Evolution temporelle de l’am-
plitude brute adimensionnelle du mode 2
Nous conside´rons ici des Reynolds d’ascension Re∞ variant de 140 a` 320 pour un Reynolds d’oscilla-
tion fixe´ ReOSC = 100. La figure 1 pre´sente l’e´volution temporelle du nombre de Reynolds instantane´
ReASC(t) = ρcV (t)D/µc baˆti sur la vitesse d’ascension V (t). La figure 2 montre l’e´volution de l’ampli-
tude a2 du mode 2. Jusqu’a` Re∞ = 300, la vitesse d’ascension n’est pratiquement pas perturbe´e par la
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pre´sence des oscillations de forme, qui s’amortissent au cours du temps. Pour Re∞ plus e´leve´, des os-
cillations auto-entretenues cause´es par une instabilite´ du sillage apparaissent. Celles-ci, qui marquent
la limite de validite´ des simulations axisyme´triques, ne seront pas e´tudie´es dans la suite. Lors de son
acce´le´ration, la goutte s’aplatit, ce qui se traduit par une diminution ge´ne´rale de a2, a` laquelle se su-
perposent les oscillations re´sultant de la perturbation initiale. Celles-ci sont repre´sente´es sur la figure
3 apre`s avoir e´te´ isole´es par filtrage passe-haut avec une fre´quence de coupure e´gale a` 2pi/ωth. On
constate alors que la pulsation ω des oscillations est maximale pour une goutte au repos (Re∞ = 0)
puis diminue lorsque Re∞ augmente, l’amortissement β suivant une tendance inverse.
3.2 Etude a` diffe´rents ReOSC












Fig. 3 – GOUTTES : Evolution temporelle des os-
cillations autour de la forme moyenne, pour Re∞ = 0
(pointille´s), 140, 245, 270, 285, 310 (de haut en bas)
















Fig. 4 – GOUTTES : Fre´quence et amortissement
adimensionnels en fonction du rapport des vitesses
instantane´es d’ascension et oscillation
Nous avons choisi trois valeurs du nombre de Reynolds d’oscillation (50, 100 et 200) et pour cha-
cune d’entre elles, nous avons respectivement e´tudie´ une gamme de Reynolds d’ascension de [40 ;160],
[140 ;320], [490 ;560]. Il est possible de mesurer ω et β en conside´rant les paires de maxima ou de
minima successifs. A priori, les rapports ω/ωth et β/βth peuvent de´pendre de plusieurs parame`tres :
les deux nombres de Reynolds ReOSC et Re∞ du proble`me et le temps. En remarquant que ω et β
varient au cours du mouvement d’ascension, pour une simulation donne´e, nous regardons s’il existe
un lien entre les rapports ω/ωth, β/βth et le temps ou la vitesse instantane´e d’ascension. Le crite`re
du temps ne permet pas de regrouper les re´sultats obtenus. En revanche, relier les variations de ω et
β a` la vitesse instantane´e d’ascension semble plus pertinent. Il ne reste plus qu’a` adimensionner ce
parame`tre. Il vient naturellement a` l’esprit de comparer V (t) a` la vitesse d’oscillation ωR. La figure
4 montre les rapports ω/ωth et β/βth en fonction du rapport de la vitesse instantane´e d’ascension
sur la vitesse d’oscillation ReASC(t)/ReOSC . Tout d’abord, pour la goutte au repos, la simulation
nume´rique retrouve bien les re´sultats the´oriques, ce qui valide notre calcul. En outre, les re´sultats se
regroupent de manie`re satisfaisante entre les diffe´rents cas. Une certaine dispersion des valeurs sub-
siste, mais il faut garder a` l’esprit que, pour un rapport de vitesses donne´, la forme moyenne autour
de laquelle se font les oscillations comme l’acce´le´ration des gouttes diffe`rent. Ces dernie`res influencent
donc probablement les oscillations, sans toutefois jouer un roˆle pre´ponde´rant. Il faut aussi se rappeler
que les re´sultats correspondant aux ReASC(t) les plus e´leve´s sont obtenus en fin de simulation lorsque
les oscillations sont de´ja` significativement amorties. L’amplitude des oscillations devenant petite, les
re´sultats sont moins pre´cis. Nous pouvons conclure que la connaissance de la vitesse instantane´e de la
goutte suffit a` pre´dire sa fre´quence (qui varie peu) et son amortissement, au premier ordre.
3.3 Me´canismes de dissipation de l’e´nergie
La the´orie sur les oscillations au repos nous apprend que, dans le cas de gouttes immerge´es dans
un autre liquide, la dissipation d’e´nergie se fait essentiellement dans les couches limites situe´es au
voisinage de l’interface. Nous avons montre´ que tant que la vitesse d’ascension reste faible par rapport
a` la vitesse d’oscillation, les couches limites d’ascension et d’oscillation se superposent sans interagir.
La vorticite´ associe´e a` l’oscillation reste identique a` celle d’une goutte immobile meˆme lorsque la
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vorticite´ associe´e au mouvement de translation est deux fois plus intense. Cela est cohe´rent avec le fait
que l’amortissement reste e´gal a` celui d’une goutte immobile. Ce n’est que lorsque la vitesse d’ascension
de´passe la vitesse d’oscillation et que la vorticite´ correspondante est un ordre de grandeur plus grand
que les couches limites interagissent, causant une augmentation significative de l’amortissement.
4 Oscillations de bulles en ascension dans un liquide
Nous abordons ici les faibles rapports de densite´s et viscosite´s : ρ∗ = 0, 001 et µ∗ = 0, 016. Nous avons
choisi des amplitudes initiales d’oscillations de a0/R = 0, 075 pour rester dans le re´gime line´aire.
4.1 Roˆle du nombre de Reynolds d’ascension















Fig. 5 – BULLES : Evolution temporelle du nombre
de Reynolds d’ascension pour diffe´rents Re∞ - Poin-
tille´s : courbe calcule´e pour le cas Re∞ = 150













Fig. 6 – BULLES : Evolution temporelle de l’am-
plitude brute adimensionnelle du mode 2
Nous avons e´tudie´ des Reynolds d’ascension Re∞ variant de 35 a` 280 pour un Reynolds d’oscillation
de ReOSC = 100. Les figures 5 et 6 pre´sentent l’e´volution temporelle de la vitesse d’ascension et
de l’amplitude du mode 2, pour diffe´rents Reynolds terminaux d’ascension. Contrairement au cas
des gouttes, les oscillations de forme influencent ici fortement le mouvement d’ascension, qui est
bien pre´dit en faisant le bilan de la flottabilite´, de la masse ajoute´e et de la traˆıne´e de Moore (voir
figure 5). Il est important de noter que les oscillations de forme jouent un roˆle essentiel en faisant
varier le coefficient de masse ajoute´e. L’e´chelle de temps d’e´volution de la forme moyenne est ici
comparable a` la pe´riode des oscillations. Ceci a pour premie`re conse´quence qu’il est plus difficile de
se´parer les oscillations de l’e´volution de la forme moyenne, particulie`rement a` grand Re∞ au de´but de
la simulation. Deuxie`mement, du point de vue du me´canisme physique, cela va induire un couplage
fort entre oscillations de forme et mouvement de translation. Si on constate de nouveau une diminution
de la fre´quence et une augmentation de l’amortissement par rapport a` la bulle immobile, nous allons
voir que la vitesse d’ascension n’est plus le seul parame`tre pertinent.
4.2 Etude a` diffe´rents ReOSC
L’e´tude a e´te´ mene´e pour trois nombres de Reynolds d’oscillation (50, 100 et 200) et, pour chacun
d’entre eux, nous avons regarde´ respectivement des gammes de nombres de Reynolds d’ascension de
[40 ;130], [35 ;280], [50 ;300]. Si la fre´quence des oscillations de´pend toujours essentiellement du rapport
des vitesses instantane´es d’ascension et d’oscillation (cf figure 7), l’amortissement, quant a` lui, se
comporte diffe´remment. Pour de faibles Re∞, la forme moyenne de la bulle s’e´loigne peu d’une sphe`re
et β reste constant au cours du temps. Par contre, lorsque Re∞ est grand, le taux de de´formation
de la bulle devient grand et l’e´volution temporelle de β devient complexe : peu apre`s le de´but de la
simulation, il est deux a` trois fois supe´rieur a` βth, puis il diminue pour revenir a` βth quand la bulle
atteint une forme stationnaire. Il est donc clair que β n’est ni une fonction univoque du temps, ni de la
vitesse instantane´e d’ascension mais semble lie´ au taux d’e´volution de la forme moyenne. Ceci se trouve
confirme´ par la figure 8 ou` l’on voit que, pour tous les essais, les rapports β/βth se regroupent sur
une courbe maˆıtresse en fonction de (dAm/dt)/ωR, ou` Am correspond a` l’amplitude de l’harmonique
dominante de´crivant la forme moyenne.
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Fig. 7 – BULLES : Fre´quence adimensionnelle en
fonction du rapport des vitesses d’ascension et oscil-
lation













Fig. 8 – BULLES : Amortissement adimensionnel
en fonction d’une vitesse d’e´volution de la forme
moyenne adimensionne´e par la vitesse d’oscillation
Pour une bulle, ω est donc fonction de la vitesse instantane´e alors que β est fonction du taux de
de´formation de la forme moyenne.
4.3 Me´canismes de dissipation d’e´nergie
On sait de´ja` que l’amortissement des oscillations d’une bulle immobile provient de la dissipation lie´e
a` l’e´coulement potentiel dans le liquide. Pour une bulle en ascension, la dissipation par la force de
traˆıne´e provient aussi essentiellement de l’e´coulement potentiel dans le liquide. Le mouvement de
translation n’influence pas l’amortissement des oscillations lorsque le taux d’e´volution de la forme
moyenne de la bulle est petit, comme c’est le cas lorsque la bulle atteint sa vitesse terminale, bien
que la dissipation associe´e au mouvement de translation soit bien plus grande que celle associe´e au
mouvement d’oscillation. En revanche, durant la phase transitoire ou` la bulle acce´le`re fortement et
change rapidement de forme, les e´coulements potentiels de translation et d’oscillation sont fortement
couple´s et le taux d’amortissement des oscillations augmente dramatiquement.
5 Conclusions
L’objet e´tait d’e´tendre la description des oscillations d’une bulle ou d’une goutte en pre´sence d’un
mouvement relatif entre l’inclusion et le liquide externe. Nous avons montre´ que le couplage entre
ascension et oscillations se fait tre`s diffe´remment dans les deux cas. Pour les gouttes, les oscillations
de forme ont peu d’impact sur le mouvement ascensionnel, alors qu’elles causent des fluctuations pour
la vitesse d’ascension des bulles. De plus, si l’amortissement des gouttes peut s’exprimer en fonction
de la vitesse instantane´e d’ascension, celui d’une bulle de´pend du taux de de´formation de la forme
moyenne. Ceci s’explique par le fait que la dissipation de l’e´nergie des oscillations est assure´e par les
couches limites dans le cas des gouttes et par l’e´coulement potentiel (dans le liquide) pour les bulles.
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